PROSEMINAR ALGEBRA WS 2014

Die mit ° gekennzeichnete Aufgabe ist schriftlich auszuarbeiten und néchsten Dienstag im
Proseminar abzugeben. Aufgaben mit * sind etwas anspruchsvoller.

13 Zeige fiir m,n € 7Z: Die natiirliche Abbildung kan : Z — Z/mZ x Z/nZ : © — (%, T)
induziert einen Gruppenhomomorphismus « : Z/mnZ — Z/mZ x Z/nZ. Und « ist genau
dann Isomorphismus, wenn m und n teilerfremd sind. Schliesse daraus, dass Z/3Z x Z/5Z
zyklisch ist.

14 (a) Zeige fiir G Gruppe und X Menge: Eine Abbildung p : G x X — X : (g,z) —
gx ist eine Linksoperation genau dann, wenn p : G — Aut(X) : ¢ — (z — gx) ein
Gruppenhomomorphismus ist.

(b) Ist X K-Vektorraum und geht p nach GL(X), so heisst p lineare Darstellung von G auf
X. Nenne drei Beispiele mit X = K™ und G = K*, A,,, SL,,(K). Beschreibe jeweils das
Bild von G in GL(X).

15° (a) Die Permutationsgruppe .S,, operiert auf R™ durch die Vertauschung der Komponenten
eines Vektors. Prizisiere diese Aussage formelmissig und zeige, dass es sich um eine
Linksoperation p : S,, x R™ — R™ handelt.

(b) Finde zwei nicht-triviale Untervektorriume von R", die invariant unter S,, sind.

(c) Zeige weiters, dass p in natiirlicher Weise eine Operation der .S,, auf dem Polynomring
R[z1,...,2,] und dem Vektorraum C*°(R™, R) der differenzierbaren Abbildungen von R™
nach R induziert.

(d) Welche algebraische Verkniipfungen existieren auf den Invariantenringen R[z1, . . . , 2,,]°"
und C>(R™, R)“» aller invarianten Polynome und Funktionen?
16 (a) Ist G Gruppe, so ist Aut(G) eine Gruppe beziiglich der Komposition,.

(b) Die Menge Int(G) = {f : G — G, f Konjugation mit Element von G} der inneren
Automorphismen ist eine normale Untergruppe von Aut(G).

(b) Ilustriere an drei Beispielen und interpretiere jeweils die Konjugationsklassen von Ele-
menten von G.

17 Zeige, dass SLy(Z) durch
a b az+b
( c d) T e td
auf C = C U {oo} operiert.
18* Essei 7 € C\ Rund
A ={f:C — Cmeromorph, f(z+ 1) = f(z + 7) fiir alle z}

die Menge der doppelt-periodischen meromorphen Funktionen auf C beziiglich 1 und 7.
(a) Interpretiere A als Invariantenring einer Gruppenoperation.
(b) Setze

P = &+ T e — 2

wobei die Summe iiber alle & € Z + Z7 C C mit « # 0 lduft. Zeige, dass p(z) und p’(z) in
A liegen.

Hinwets. Die Meromorphie von p ist aufwendiger und muss nicht gezeigt werden. Die
Funktion p heisst die Weierstrass’sche p-Funktion.



